Teoreticka ¢ast - 8.7.2021

1. (a) Definujte parcialni derivace (v¢etné derivaci vyssich radi)
a totalni diferencial (2 body).
(b) Zformulujte vétu o derivaci sloZzeného zobrazeni (1 bod).
(c) Dokazte vétu o derivaci slozeného zobrazeni (4 body).
(d) Necht F : R? — R? g : R? — R, F(3,5) = (1,1),

5r(3,5) = (_32,) vaLn) = (3.2, F € 0'@)
a g € CY(R?). Jak vypada V(go F)(3,5) (pokud existuje)?
(1 bod).



2. (a) Definujte fundamentalni systém a Wronského determinant
(2 body).

(b) Zformulujte vétu o prostoru feseni homogenni linearni rov-
nice a vétu o variaci konstant (2,5 bodu).

(c) Vétu o prostoru feSeni homogenni linearni rovnice dokazte

(1,5 bodu).

(d) Necht je n € N, dokazte, ze mnozina funkef
{1+n,z+n2°+n,..., 2" +n}

je fundamentalnim systémem rovnice y™ = 0 (2 body).



3. (a) Definujte metricky prostor, uplny metricky prostor a kon-
traktivni zobrazeni (3 body).

(b) Zformulujte Banachovu vétu o kontrakei (1 bod).

(c) Uvazujme vektorovy prostor R? jako metricky prostor s
obvyklou Eukleidovskou metrikou. Rozhodnéte o platnosti
nasledujicich tvrzeni:

1.

ii.

iii.

1v.

necht ¢ : R? — R? je kontrakce, potom ¢ : R? — R?

definované jako ¢(z) = 3¢(x) je kontrakce na R?,

necht ¢ : R? — R? je kontrakce, potom 9 : R? — R?
definované jako 1(z) = 2p(z) je kontrakce na R?,
necht ¢ : R? — R? je kontrakce, potom ¢ : R? — R?
definované jako ¥ (z) = ¢(2z) je kontrakce na R?
necht ¢ : R? — R? je kontrakce, potom 9 : R? — R?
definované jako v (x) = p(¢(z)) je kontrakce na R?

(2 body).

(d) Rozhodnéte o platnosti néasledujicich tvrzeni:

i

ii.

necht (M, p) a (X,d) jsou metrické prostory, potom
zobrazeni ¢ : (M x X) x (M x X) — R definované
jako ¢((a, ), (b,y)) = max(p(a, b), d(z,y)) je metrikou
na mnoziné M x X.

necht (M,p) a (X,d) jsou metrické prostory, potom
zobrazeni ¢ : (M x X) x (M x X) — R definované
jako ¢((a,x),(b,y)) = min(p(a,b),d(z,y)) je metrikou
na mnoziné M x X

(2 body).



